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Resumo: A proeminente relevância do Cálculo Diferencial e Integral, na Ciência e na 

Tecnologia, foram delineadas neste artigo. Explanados computacionalmente, Limites, 

Derivadas e Integrais, foram desenvolvidos em PYTHON, criando uma interface que 

favorece o processo de ensino-aprendizagem, com característica multidisciplinar. Três 

estudos estão dispostos no artigo, comprovando a aplicabilidade da estratégia em resultados, 

analíticos e gráficos, com altíssimo grau de precisão e acurácia.       
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INTRODUÇÃO 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) e Isaac 

Newton (1643 - 1727), desenvolveram, paralelamente, 

um dos mais belos e importantes métodos destinados 

à interpretação da Natureza: O Cálculo Diferencial e 

Integral.  

Essa metodologia permite uma ampliação da 

percepção do comportamento de um dado fenômeno, 

descrito por funções matemáticas (Fulini, 2016). 

Para Eves (2012), O Cálculo Diferencial e Integral 

adicionado à Geometria Analítica, formam uma das 

principais descobertas do Século XVII.   

Os conceitos e aplicações de Limite, Derivada e 

Integral transcenderam os séculos. Suas aplicações 

estão cada vez mais presentes em estudos de inúmeras 

áreas da Ciência e suas Tecnologias. Assim sendo, a 

resolução algébrica dessa, magnífica, análise 

infinitesimal, necessita de maior dinâmica. Logo, um 

mecanismo capaz de resolver cálculos, cada vez mais 

complexos e com alta precisão e acurácia, como a 

Computação, é imprescindível. 

Batias et al (2021), expõem resultados de um estudo 

histórico-epistemológico realizado para identificar 

critérios, a fim de projetar tarefas que promovam a 

compreensão da noção de Limite em uma função de 

variável Real. Os critérios pelos autores permitem 

destacar não só a complexidade matemática 

subjacente ao estudo do Limite de uma função 

variável Real, mas também a riqueza de significados 

que podem ser desenvolvidos para ajudar a 

compreender esta noção. 
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Burgos et al (2021), destacam que apreender os 

conceitos e procedimentos do Cálculo Diferencial, em 

particular o conceito de Integral, é um desafio para 

professores e alunos em suas trajetórias acadêmicas. 

Desenvolver um plano para melhorar os processos 

instrucionais, requer peculiar atenção à complexidade 

das características matemáticas da Integral e sua 

aplicação na interpretação de fenômenos da Natureza. 

Verón e Giacomone (2021), discutem diversos 

significados do conceito de Cálculo Diferencial e 

aplicam ferramentas e teorias Ontosemióticas, 

enfatizando os princípios pragmáticos apresentados 

por Leibniz, Cauchy, Fréchet e Robinson.   

Carvalho et al (2021), indagam sobre as aplicações do 

Cálculo Diferencial e Integral nas Ciências e 

Engenharias. 

Neste artigo, incrementa-se ao Cálculo Diferencial e 

Integral, a Modelagem Computacional. Para isso, 

emprega-se a Linguagem PYTHON de Programação, 

pois, segundo Costa et al (2019), essa linguagem 

disponibiliza todos os requisitos preconizados pelo 

Cálculo.     

 O trabalho compôs uma interface computacional 

proficiente às operações com Limites, Derivadas e 

Integrais, assim como à resolução e representação 

gráfica de funções com uma variável independente. 

São apresentados três estudos de casos que envolvem 

a multidisciplinaridade.  

Essa pesquisa ascendeu o desenvolvimento de uma 

série de componentes curriculares no Bacharelado em 

Ciência e Tecnologia do Instituto Federal de 

Educação, Ciência e Tecnologia do Pará – IFPA 

Campus Ananindeua, denominadas Cálculo 

Diferencial e Computacional I, II, III e IV. Nessas 

componentes, utiliza-se, além da Linguagem 

PYTHON, as Linguagem R e MATLAB.      

MATERIAL E MÉTODOS 

A metodologia aplicada neste artigo está 

fundamentada nos seguintes trabalhos:  

Costa et al (2019), apresentam Métodos Matemáticos 

desenvolvidos em ambiente computacional, utilizando 

para isso a linguagem PYTHON de programação. 

Costa et al (2020) aplicam a Modelagem Matemática-

Computacional para interpretar fenômenos 

relacionados à gestão ambiental.  

Costa et al (2021), divulgam a Matemática 

Computacional aplicada à Ciência e Tecnologia, 

desenvolvida em linguagem MATLAB de 

programação (Mathworks, 2021).  

Em todos esses trabalhos é sempre destacado a 

interdisciplinaridade como instrumento responsável 

pela evolução das Ciências e suas Tecnologias. E 

ainda, Costa et al (2019 a 2021) reconhecem que a 

Modelagem Matemática pode ser, amplamente, 

implementada por meio da Modelagem 

Computacional.    

Diante disso, esta pesquisa parte da premissa que o 

ensino de Cálculo Diferencial e Integral pode ser 

executado com múltiplos objetivos, envolvendo 

sistemas com várias linguagens, a partir da aplicação 

das modelagens Matemática e Computacional. Essa 

combinação de linguagens irá proporcionar uma 

análise muito mais ampla e uma interpretação bem 

mais precisa dos fenômenos da Natureza.   

A primeira fase da metodologia está vinculada com a 

ideia de Limites: Se os valores da função 𝒇(𝒙) se 

aproximarem cada vez mais do número 𝑳, enquanto 𝒙  

se aproximar cada vez mais do número 𝒂, diz-se que 

𝑳 é o Limite de 𝒇(𝒙), quando 𝒙 tende a 𝒂, e escreve-

se, conforme a Equação (1) (Leithold, 1994). 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿                              (1) 

Para modelos que retratam Limites comuns e Limites 

especiais, como por exemplo, 
0

0
 , 

𝑘

0
(𝑘 ≠ 0), 

∞

∞
 , 

𝑘

∞
(𝑘 ≠ 0), entre outros, é possível aplicar o Script 1, 

apresentado nas Figuras 1 e 2, modelado para resolver 

as seguintes expressões: 

lim
𝑥→4

𝑥2 − 2𝑥 − 8

𝑥 − 4
=

0

0
                         (2) 

 

lim
𝑥→∞

𝑥2 − 2𝑥 − 8

𝑥 − 4
=

∞

∞
                        (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Script 1 - Expressão (2). 

A solução é dada por 

𝑓 = (𝑥 ∗∗ 2 − 2 ∗ 𝑥 − 8)/(𝑥 − 4) 

𝐿 = 6 

http://www.even3.com.br/cobicet2022
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Figura 2. Script 1 - Expressão (3). 

A solução é dada por 

𝑓 = (𝑥 ∗∗ 2 − 2 ∗ 𝑥 − 8)/(𝑥 − 4) 

𝐿 = ∞ 

Percebe-se que, em ambos os casos, é utilizada a 

biblioteca 𝑠𝑦𝑚𝑝𝑦. Essa biblioteca é utilizada para 

cálculos com matemática simbólica (Lutz e Ascher, 

2007). Ou seja, operações com sistema de álgebra 

computacional completo, como os executados no 

Cálculo Diferencial e Integral com uma ou mais 

variáveis.  

Na resolução da Expressão (3) foi necessário a 

importação de mais uma biblioteca, a 𝑚𝑎𝑡ℎ. Essa 

biblioteca disponibiliza elementos e funções 

matemáticas especiais, como números complexos e as 

operações com o infinito, ∞ (Ketkar, 2017).   

O script em PYTHON, destinado a representação 

gráfica de funções, pode ser visualizado na Figura 3. 

O código foi desenvolvido baseado na Função (4). 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 2𝑥 − 8

𝑥 − 4
                         (4) 

−2 ≤ 𝑥 ≤ 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Script 2 para Função (4). 

O gráfico de (4), gerado a partir execução do Script 2, 

está exposto na Figura 4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Representação gráfica da Função (4). 

 

A segunda fase da metodologia está vinculada com a 

ideia das Derivadas. Para Villegas (2014), a Derivada 

de uma função, definida em relação à variável Real 𝑥, 

da qual depende, se e somente se, o Limite existir no 

domínio de ℜ, é dada pela Expressão (5).  

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= lim

ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
                 (5) 

O Script 3, evidenciado na Figura 5, apresenta a 

Modelagem Computacional, em linguagem 

PYTHON, designado às Derivadas de ordem 1 e 2, 

para a Função (6). 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑒4𝑥 + 𝑠𝑒𝑛(3𝑥)               (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Script 3 para Função (4). 

O conjunto de soluções é dado por 

𝑓 = 𝑥 ∗∗ 2 + exp(4 ∗ 𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(3 ∗ 𝑥) 

𝑑1𝑓 = 2 ∗ 𝑥 + 4 ∗ 𝑒𝑥𝑝(4 ∗ 𝑥) + 3 ∗ 𝑐𝑜𝑠(3 ∗ 𝑥) 

𝑑2𝑓 = 2 + 16 ∗ 𝑒𝑥𝑝(4 ∗ 𝑥) − 9 ∗ 𝑠𝑖𝑛(3 ∗ 𝑥) 
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No Script 3, linha 14, percebe-se que as Funções 

Exponencial e Seno precisam ser importadas da 

biblioteca 𝑠𝑦𝑚𝑝𝑦. Por esse motivo, elas aparecem 

precedidas do termo 𝑠𝑦. Processo semelhante ocorre 

com a operações de Limites, Derivadas e Integrais.  

O Script 2 foi adaptado para representar, graficamente, 

as resoluções do Script 3, conforme mostra a Figura 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6. Script 2 ajustado à Função (6) e suas 

derivadas. 

Percebe-se que o Script 2 sofreu ajustes que 

possibilitam a plotagem, simultânea, de várias 

funções. Essa produção de múltiplas curvas facilita a 

comparação entre a função primitiva 𝑓(𝑥) e suas 

derivadas 
𝑑𝑓

𝑑𝑥
 e 

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2, no mesmo diagrama. 

A representação gráfica da resolução do Script 3, 

referente a Função (6), aparece na Figura 7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7. Comportamentos de 𝑓(𝑥), 
𝑑𝑓

𝑑𝑥
 e 

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2. 

A terceira fase da metodologia está vinculada com a 

ideia das Integrais. De acordo com Villegas (2014), a 

Integral é uma antiderivada e, portanto, se uma função 

da forma 

𝑓(𝑥) =
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
, 

decorre que, 

𝐼𝑓𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶   (7) 

Sendo 𝐹(𝑥) a função primitiva de 𝑓(𝑥). 

Generalizando, tendo como premissa o teorema 

fundamental do Cálculo, pode-se afirmar que, 

existindo uma função 𝑓(𝑥), integrável em um 

intervalo fechado [𝑎, 𝑏], então 

𝐼𝑓𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)            (8)
𝑏

𝑎

 

A Figura 8 mostra o Script 4, referente à Modelagem 

Computacional da Integral Indefinida de 𝑓(𝑥). 

A função aplicada, na simulação, está representada na 

Expressão (9). 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑠𝑒𝑛(𝑥)                        (9) 

Em seguida, na Figura 9, o Script 4 experimentará uma 

adequação que permitirá efetuar a Integral Definida de 

𝑓(𝑥), no intervalo [0, 2𝜋]. Dessa forma, estará 

realizada a Modelagem Matemática-Computacional 

para as Expressões (7) e (8).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Script 4a – Integral Indefinida de 𝑓(𝑥). 

A solução é dada por 

𝑓 = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

𝐼𝑓𝑥 = 𝑥 ∗∗ 2 /2 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

Sendo 𝐼𝑓𝑥 a Integral da função 𝑓. 
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Figura 9. Script 4b – Cálculo da Integral Definida de 

uma função 𝑓(𝑥). 

A solução é dada por 

𝑓 = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

𝐼𝑓𝑥 = 2 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2 

A representação gráfica da Função (9) e sua Integral 

(𝐼𝑓𝑥), foi limitada pelo intervalo 

 
−2𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋, 

conforme mostra a Figura 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10. Script 2 – ajustado para o cálculo da 

Integral de 𝑓(𝑥). 

O produto da execução do Script 2, ajustado para a 

representação gráfica de 𝑓(𝑥) e sua Integral Definida, 

pode ser avaliado na Figura 11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 11. Comportamentos das Funções 𝑓(𝑥) e 𝐼𝑓𝑥. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Esta pesquisa realizou aplicações multidisciplinares, 

de Cálculo Diferencial e Computacional, segmentadas 

em três estudos de caso. 

Caso I – Este estudo relaciona a taxa de crescimento 

de uma planta em função no nível de precipitação. 

Para Song et al (2016), as alterações no clima têm 

ampla interferência nos ciclos de carbono e água do 

ecossistema, modificando as permutas gasosas das 

plantas. Em seus experimentos de manipulação de 

mudanças globais foi revelado respostas 

ecofisiológicas, indicando que o tamanho de uma 

planta, em aquecimento climático, varia com a 

precipitação 𝑥 (mm), em concordância com a Equação 

(10).  

𝐵(𝑥) =
40𝑥

√1 + 𝑥2
+ 20                 (10) 

Sendo 𝐵, o tamanho da planta em metro (m). 

A taxa de variação do crescimento, em relação à 

precipitação, pode ser estimada pela Derivada 1ª da 

Equação (10), de acordo com a Equação (11). 

𝑑𝐵

𝑑𝑥
=

40

√1 + 𝑥2
−

40𝑥2

√(1 + 𝑥2)3
            (11) 

Para uma precipitação tendendo a 62.75 mm, o 

tamanho da planta tenderá a 59.9949 m, conforme 

estimado por Song et al (2016). Este resultado pode 

ser comprovado fazendo 

lim
𝑥→62.75

   
40𝑥

√1 + 𝑥2
+ 20 = 59.9949          (12) 

Analisando a Figura 12, percebe-se que o Script 3 foi 

regulado para calcular a Derivada 1ª da Equação (10). 
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Figura 12. Script 3 – ajustado à Equação (10). 

O resultado encontrado está de acordo com a Equação 

(11). 

𝑑1𝑓 =  −40 ∗ 𝑥 ∗∗ 2/(𝑥 ∗∗ 2 +  1) ∗∗ (3/2) 
+  40/𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑥 ∗∗ 2 +  1) 

A Figura 13 exibe o Script 1, regulado para calcular o 

Limite da Equação (10), avalizando a sua tendência, 

em conformidade com a Expressão (12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 13. Script 1 – ajustado à Equação (10). 

As dinâmicas da relação 𝐵 = 𝑓(𝑥) e da sua taxa de 

variação, estão ilustradas na Figura 14. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 14. Diagrama das Equações (10) e (11). 

Caso II – Este estudo relaciona o Valor Médio 

Quadrático da Corrente Elétrica. Fundamentado em 

Costa et al (2021), entende-se que a transmissão 

eficiente em um Sistema Elétrico está associada à 

Corrente Elétrica (𝑖) do circuito CA (Corrente 

Alternada). Essa Corrente, frequentemente, é 

configurada em um modelo de onda senoidal, cujo 

Valor Médio Quadrático (𝑖𝑣𝑚𝑞) pode ser calculado 

pela Equação (13). 

𝑖𝑣𝑚𝑞 = √∫ [10𝑒−𝑡𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑡)]2𝑑𝑡
𝑡

0

        (13) 

Sendo, 𝑡 o instante final de avaliação do Sistema de 

Energia Elétrica. 

A Figura 15 apresenta o Script 4, ajustado para 

resolver a Equação (13), no intervalo 𝑡 = [0, 1]𝑠.       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 15. Script 4 – ajustado à Equação (13). 

Os resultados obtidos são 

𝑓 =  10 ∗ 𝑒𝑥𝑝(−𝑡) ∗ 𝑠𝑖𝑛(2 ∗ 𝑝𝑖 ∗ 𝑡) 

𝐼𝑓𝑥 =  −20 ∗ 𝑝𝑖/(𝑒 +  4 ∗ 𝑒 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2)  + 

20 ∗ 𝑝𝑖/(1 +  4 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2) 

Para a Integral Indefinida tem-se 

𝑖_𝑣𝑚𝑞 =  𝑠𝑞𝑟𝑡(−10 ∗ 𝑠𝑖𝑛(2 ∗ 𝑝𝑖 ∗ 𝑡)/(𝑒𝑥𝑝(𝑡)  + 

 4 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2 ∗ 𝑒𝑥𝑝(𝑡)) –  
20 ∗ 𝑝𝑖 ∗ 𝑐𝑜𝑠(2 ∗ 𝑝𝑖 ∗ 𝑡)/(𝑒𝑥𝑝(𝑡)  +  

4 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2 ∗ 𝑒𝑥𝑝(𝑡)))                    (14) 

Para a Integral Definida tem-se 

𝑖_𝑣𝑚𝑞 =  𝑠𝑞𝑟𝑡(−20 ∗ 𝑝𝑖/(𝑒 +  4 ∗ 𝑒 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2)  +  
20 ∗ 𝑝𝑖/(1 +  4 ∗ 𝑝𝑖 ∗∗ 2)) 

Ou seja,  

𝐼𝑓𝑥 = 0.981197 

𝑖𝑣𝑚𝑞 = 0.990554 𝐴. 
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A representação gráfica da Equação (14) pode ser 

visualizada na Figura 16. 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

Figura 16. Diagrama da Equação (14). 

Para a construção do gráfico da Equação (14) foi 

utilizado o Script 2, adaptado, para esta expressão, 

como mostra a Figura 17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17. Script 2 – adaptado à Equação (14). 

Caso III – Este estudo refere-se à análise de modelos 

que interpretam a eficiência de Custo, Receita e Lucro 

das unidades, para a tomada de decisão (Ashrafi 

e Kaleibar, 2017). Para os autores a eficiência de 

financeira pode ser definida como a relação entre os 

Custos a Receita.  

Suponha que a taxa de variação da Receita de uma 

empresa possa ser estimada pela Equação (15). 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑡2 + 11𝑡                          (15) 

Sendo, 𝑅 o valor (em $ 106) da Receita Bruta em venda 

daqui a 𝑡 anos. 

Da mesma forma, a taxa de variação dos Custos (em $ 

106) pode ser calculada pela Equação (16). 

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= −𝑡3 + 7𝑡2 − 4𝑡                       (16) 

Em conformidade com Ashrafi e Kaleibar (2017), a 

eficiência do Lucro Total (em $ 106) pode ser 

evidenciada pela Equação (18).  

𝐿(𝑡) = ∫ [−𝑡2 + 11𝑡]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 − 

∫ [−𝑡3 + 7𝑡2 − 4𝑡]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡   (18) 

Os comportamentos das Equações (17) e (18), podem 

ser examinados na Figura 18. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 18. Diagrama da Equação (18). 

Para a construção do gráfico da Equação (18) foi 

utilizado o Script 2, adaptado, para esta expressão, 

como mostra a Figura 19. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 19. Script 2 – adaptado à Equação (18). 

 

Para determinação do Lucro, em função de tempo, 

deve-se estabelecer os valores para o intervalo de 

análise, ou seja, [𝑡0, 𝑡]. Esses valores serão utilizados 
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como limites para as Integrais, em conformidade com 

a Equação (18). Percebe-se, visualizando a Figura 

(18), que há três interseções entre as funções 𝑅(𝑡) e 

𝐶(𝑡).  Estes pontos de interseção definem os intervalos 

de análise e foram determinados da seguinte maneira:  

𝑅(𝑡) = 𝐶(𝑡) 

Ou ainda, 

𝑅(𝑡) − 𝐶(𝑡) = 0. 
 

O Script 5 foi implementado para resolver equações, 

ou seja, encontrar o conjunto solução (S) da variável 

independente responsável por zerar uma determinada 

função. 

A Figura 20 apresenta o Script 5 estruturado resolver 

a Equação (20). 

 𝐿(𝑡) → 𝑅(𝑡) − 𝐶(𝑡) = 0                       (20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 20. Script 2 – adaptado à Equação (20).     

Os resultados obtidos são 

𝐿 =  𝑡 ∗∗ 3 −  8 ∗ 𝑡 ∗∗ 2 +  15 ∗ 𝑡 

𝑆 =  [0, 3, 5] 
Ou seja, 

𝐿 (𝑡) =  𝑡3  −  8𝑡2  +  15𝑡            (21) 

O comportamento da Equação (21), pode ser 

observado na Figura 21. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 21. Gráfico da Equação (21). 

De acordo com o gráfico da Figura 21, percebe-se que 

no intervalo, 𝑡𝑝 =  [0, 3] o Lucro é positivo e, no 

intervalo  𝑡𝑛 =  [3, 5], o Lucro é negativo (prejuízo).  

Essa informação é corroborada pela análise da Figura 

18, em que no intervalo 𝑡𝑝 =  [0, 3] a curva da Função 

Receita está acima da curva da Função Custo e, no 

intervalo  𝑡𝑛 =  [3, 5] a curva da Função Receita está 

abaixo da curva da Função Custo.   

Diante disso, é presumível que, o Lucro Total pode ser 

contabilizado como o somatório das áreas delimitas 

pelas curvas 𝑅(𝑡) e 𝐶(𝑡), no intervalo 𝑡 =  [0, 5], 
limitantes mínimo e máximo da interseção entre elas, 

conforme a Equação (18) e ilustrado na Figura 22. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 22. Script 4 – ajustado à Equação (18). 

Os resultados obtidos são 

𝑅 =  −𝑡 ∗∗ 2 +  11 ∗ 𝑡 

𝐶 =  −𝑡 ∗∗ 3 +  7 ∗ 𝑡 ∗∗ 2 −  4 ∗ 𝑡 

𝐼𝑅𝑡 ≅  95.83 

𝐼𝐶𝑡 ≅  85.41 

𝐿 ≅  10.42 

A Inteligência Computacional permite resolver         

𝑛 − 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠, Cálculos de Limites, Derivadas e de 

Integrais, com altíssima precisão e acurácia. Assim 

sendo, a aferição das áreas, delimitadas pelas curvas 

𝑅(𝑡) e 𝐶(𝑡), será executada em duas formas.  

As Figuras 23 e 24, exibem essas resoluções 

considerando os seguintes limites de Integração: 

Intervalo I →    𝑡𝑝 =  [0, 3]; 

Intervalo II →   𝑡𝑛 =  [3, 5]. 

Considerando essas duas circunstâncias, as 

observações sobre o comportamento do Lucro estarão 

mais evidenciadas.  
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Figura 23. Script 4 – Equação (18), intervalo I. 

 

Os resultados obtidos são 

𝑅 =  −𝑡 ∗∗ 2 +  11 ∗ 𝑡 

𝐶 =  −𝑡 ∗∗ 3 +  7 ∗ 𝑡 ∗∗ 2 −  4 ∗ 𝑡 

𝐼𝑅𝑡 =  40.5000 

𝐼𝐶𝑡 =  24.7500 

𝐿 =  15.75 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 24. Script 4 – Equação (18), intervalo II. 

Os resultados obtidos são 

𝑅 =  −𝑡 ∗∗ 2 +  11 ∗ 𝑡 

𝐶 =  −𝑡 ∗∗ 3 +  7 ∗ 𝑡 ∗∗ 2 −  4 ∗ 𝑡 

𝐼𝑅𝑡 =  26.1667 

𝐼𝐶𝑡 =  28.5833 

𝐿 =  −2.42 

CONCLUSÃO 

A crescente evolução tecnológica exige um constante 

aperfeiçoamento científico. A consciência matemática 

contribui para que essa evolução acrescente uma 

concepção crítica e reflexiva sobre a mecânica da 

Natureza, em todos os seus aspectos, sociais, 

ambientais, físicos, químicos, biológicos, entre outros.  

Esse artigo transfere uma estratégia que permite 

otimizar a execução do Cálculo Diferencial e Integral, 

sem reduzir a relevância algébrica dessa esplêndida 

criação da humanidade.  

Elaborada, inicialmente por Gottfried Wilhelm 

Leibniz e Isaac Newton, o Cálculo Diferencial e 

Integral foi incrementado e obteve uma interface 

computacional que estimula suas aplicações em 

modelos interdisciplinares. 

Fundamentado pela Linguagem PYTHON de 

programação, foram apresentados scripts que operam 

Limites, Derivadas e Integrais. Essa Modelagem 

Matemática-Computacional diminui a possibilidade 

de erros algébricos e maximiza a compreensão do 

fenômeno estudado.    

Três estudos foram    retratados. Todos apresentaram 

elevados níveis de precisão e acurácia em seus 

resultados analíticos e gráfico. 

Para trabalhos futuros, estima-se a implementação de 

modelos baseados em funções com múltiplas variáveis 

independentes, para análises de multicritérios.       
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Resumo: Os avanços tecnológicos da geração de energia estão relacionados com as 

pesquisas sobre as Potências Elétricas. Este artigo disponibiliza um estudo que apresenta a 

Densidade de Potência Elétrica como uma grandeza capaz de estimar as variações de 

energia elétrica, e sua região de ação, em um sistema de 14 barras. O trabalho aplica a 

interdisciplinaridade como estratégia de coexistência entre a Matemática, a Física e a 

Computação, interpretando assim, o comportamento do Sistema Elétrico.    

 

Palavras-chave: Energia Elétrica; Modelagem Matemática; Interdisciplinaridade; 

Simulação Computacional.  

 

 

 

 

INTRODUÇÃO 

Os estudos sobre o comportamento da Energia 

Elétrica, em um sistema de barramentos, apresentam 

excepcional relevância à área dos despachos elétricos 

seguros (Costa et al, 2016).  

Frequentemente as análises são realizadas tendo 

como, principais, premissas as variáveis Tensão 

Elétrica, Ângulo de Fase, Potência Ativa e Potência 

Reativa, em cada barra do sistema (Costa, Denis et al 

2022a).  

Esse artigo propõe uma investigação interdisciplinar 

da distribuição das Potências Elétricas Ativa, Reativa 

e Aparente, simultaneamente, em um sistema de 14 

barras, utilizando, para isso, a Modelagem 

Matemática-Computacional incrementada por Costa, 

Heictor et al (2022).  

Essa análise permitirá visualizar como a tríade das 

Potências varia, entendendo, dessa maneira, como a 

Densidade de Potência Elétrica está distribuída.       

Vignale (1995) usou a covariância da equação de 

Schrödinger para transformação de um quadro de 

referência acelerado, mostrando que a função de 

Densidade Linear, de um sistema eletrônico acionado 

por um potencial, dependente do tempo em uma 

frequência na presença de um potencial estático é a 

densidade de equilíbrio.  

Puga (2017) apresentou atividades, com uso 

computacional, sobre Área e Volume de Sólido de 

Revolução, utilizando metodologia acadêmica 

aplicada na componente curricular de Cálculo 

Diferencial e Integral, comprovando a importância da 

utilização de uma ferramenta de simulação 

computacional no processo interdisciplinaridade. 
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Dreßle et al (2019) apresentam um caso específico da 

função de Densidade Linear Estática e uma base 

específica para o cálculo da representação do 

autosistema, bem como da expansão do momento, 

ilustrando o procedimento real para aplicar a expansão 

do momento da função de resposta da Densidade 

Linear a uma molécula de água que está sujeito a um 

potencial de perturbação externo variável. 

Belardinelli (2019) questiona a deformação estática da 

mola quando esta é suspensa verticalmente, com ou 

sem massa pendurada na extremidade livre, e aplica a 

Densidade de Massa Linear de molas para avaliar uma 

função de Densidade não-constante.  

Dreßler e Sebastiani (2021) propõem a função de 

Densidade com uma forma eficiente de calcular forças 

moleculares para potenciais externos arbitrários, sem 

a necessidade de realizar um cálculo químico quântico 

autoconsistente explícito para cada configuração do 

ambiente químico. 

Bukenberger e Lensch (2021) indicam que a 

Densidade dentro de um tetraedro pode variar 

linearmente, ou seja, Campos de Densidade arbitrários 

podem ser aproximados especificando a Densidade 

em todos os vértices de uma malha tetraédrica. 

Costa, Denis et al (2022b), em seu trabalho, 

apresentaram uma sistematização interdisciplinar que 

relaciona Matemática, Física, Algoritmos 

Computacionais e Lógica de Programação para 

explicar os Sistemas Lineares que explicam as Leis de 

Kirchhoff. 

Este trabalho apresenta a Densidade de Potência 

Elétrica (DPE) variável, expondo para isso soluções 

exatas relacionadas às Potências Elétricas Ativa (P), 

Reativa (Q) e a Aparente (Pap), mediante 

representação de modelos não-lineares. 

MATERIAL E MÉTODOS 

Nos cursos vinculados à Ciência e Tecnologia, há um 

capítulo destinado ao cálculo do Centroide e das 

Densidades Linear, Superficial e Volumétrica. Esses 

modelos indicam, com magnífica precisão, a 

distribuição da massa de uma estrutura, em função da 

sua densidade variável.  

Tais processos foram empregados para determinar o 

comportamento da Energia Elétrica em relação à 

dispersão da Potência Elétrica em sistema de 

barramentos.   

As simulações computacionais foram realizadas em 

Linguagem MATLAB de Programação. Os dados 

aplicados são do Sistema 14 barras do IEEE – Institute 

of Electrical and Electronics Engineers, conforme 

indica a Figura 1 (PSTCA 1993).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Rede Elétrica – Sistema de 14 barras. 

Os valores de P, Q e Pap, destacados na Tabela 1, 

foram submetidos ao Método de Regressão Múltipla 

Não-Linear (MRMNL) apresentado por Costa et al 

(2020), com a finalidade de modelar o comportamento 

da DPE. 

Tabela 1. Valores das Potências Elétricas. 

Barra P(MW) Q(MVA) Pap(MVA) 

01 19,68 56,67 59,99 

02 30,10 22,52 37,59 

03 20,09 0,27 20,09 

04 39,41 6,13 39,88 

05 32,24 6,23 32,84 

06 17,76 4,72 18,38 

07 -30,88 1,49 30,92 

08 24,77 7,86 25,99 

09 14,32 6,66 15,79 

10 22,36 31,76 38,84 

11 10,66 -0,26 10,66 

12 8,12 1,98 8,36 

13 19,42 5,38 20,15 

14 -0,00 -2,07 2,07 

 Fonte: PSTCA, 1993. 
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A partir desse processo foi possível encontrar a 

Equação (1), considerando a barra 1 como referência. 

𝑃𝑎𝑝(𝑃, 𝑄) = 16.76 + 12.97𝑃 + 8.676𝑄 + 2.564𝑃2 −  

0.2088𝑃𝑄 − 1.174𝑃3  − 2.325𝑃2𝑄       (1) 

Essa equação representa a variação da Pap em função 

de P e Q.  

Aplicando o MRMNL, alegando que 𝑄 = 𝑓(𝑃) ,tem-

se a Equação (2).  

𝑄(𝑃) = 0.3641𝑃2 + 2.0950𝑃 + 4.5020       (2) 

Os valores assumidos por P que anulam a Equação (2) 

são, respectivamente, 

𝑷𝟏 = −𝟐. 𝟖𝟕𝟕𝟎 − 𝟐. 𝟎𝟐𝟏𝟖 𝒊  

𝑷𝟐 = −𝟐. 𝟖𝟕𝟕𝟎 + 𝟐. 𝟎𝟐𝟏𝟖 𝒊. 

Essa informação ratifica que a conjectura de que     

𝑄 = 𝑓(𝑃), sendo Q a Potência Reativa.  

A partir dos modelos matemáticos, apresentados nas 

Equações (1) e (2), foi possível simular 

computacionalmente a DPE. Mediante a 

representação gráfica evidenciou-se como as 

Potências Elétricas atuam no sistema de 14 barras, 

exposto na Figura 1.   

Uma vez conhecida a função 𝑄 = 𝑓(𝑃), dada pela 

Equação (2), é presumível que ela represente a 

Densidade de Potência Elétrica (DPE) variável. A 

localização da maior Concentração da Potência 

Elétrica (C), pode ser prevista pela Equação (3)  

𝐶 =
∫ 𝑃. 𝑄(𝑃)𝑑𝑃

𝑏

𝑎

∫ 𝑄(𝑃)𝑑𝑃
𝑏

𝑎

                           (3) 

Resolvendo a integral do numerador de (3), tem-se 

𝑃2(1.0923𝑃2 + 8.38𝑃 + 27.012)

12
 

A solução da integral do denominador de (3) é 

𝑃(0.3641𝑃2 + 3.1425𝑃 + 13.506)

3
 

Dessa forma, a resolução de (3) pode ser representada 

da seguinte forma 

𝐶 =
𝑃(1.0923𝑃2 + 8.38𝑃 + 27.012)

4(0.3641𝑃2 + 3.1425𝑃 + 13.506)
 

A DPE apresenta uma área de ação dada pela Equação 

(4) 

𝐴 = 2𝜋 ∫ 𝑄(𝑃)√[1 + (
𝑑𝑄

𝑑𝑃
)

2

] 𝑑𝑃
𝑏

𝑎

         (4) 

A solução da Equação (4) pode ser, facilmente, 

encontrada numericamente, mediante o seguinte script 

desenvolvido em Linguagem MATLAB de 

Computação: 

% Cálculo da Equação (4) 

% Variável simbólica: P  

syms P 

% Coeficientes da Equação (2)  

p1 = 0.3641; p2 = 2.0950; p3 = 4.5020; 

% Equação (2) 

Q = p1*P.^2 + p2*P+ p3; 

% Resolvendo a Derivada dQ/dP 

derivada = diff(Q); 

a = Q*sqrt(1+derivada^2); 

% Encontrando a Área de ação da DPE 

area1 = 2*pi*int(a) 

O volume de distribuição da DPE pode ser 

determinado pela Equação (5) 

𝑉 =  ∫ 𝜋[𝑄(𝑃)]2𝑑𝑃
𝑏

𝑎

                       (5) 

Sendo, 𝒂 e 𝒃 os valores máximo e mínimo da Potência 

Ativa.  

É possível encontrar a solução numérica da Equação 

(5), por meio do seguinte script, implementado em 

Linguagem MATLAB de Computação: 

% Cálculo da Equação (5) 

% Variável simbólica: P  

syms P 

% Coeficientes da Equação (2)  

p1 = 0.3641; p2 = 2.0950; p3 = 4.5020; 

% Equação (2) 

Q = p1*P.^2 + p2*P+ p3; 

% Função Volume da DPE 

Fv = pi*Q^2; 

% Resolução da Integral 

V = int(Fv) 
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RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Devido a Potência Aparente, exposta na Equação (1), 

ser uma função de múltiplas variáveis, 𝑃𝑎𝑝(𝑃, 𝑄), o seu 

ajuste foi estimado por uma superfície, cujo acerto 

evidencia uma precisão de 99,07% e acurácia 98,65%.  

A Figura 2 exibe o comportamento, simultâneo, das 

Potências Elétricas do sistema de 14 barras. Nela estão 

disponíveis as variações da Pap em relação às 

variações de P e Q.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Superfície de ajuste dos dados das Potências. 

 

Com o propósito de maximizar a análise promovida 

pelo Método de Regressão Múltipla Não-Linear 

(MRMNL), a superfície engendrada será visualizada 

por diferentes perspectivas. Essas ilustrações serão 

retratadas nas Figuras 3, 4, 5, 6, 7 e 8.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Superfície de ajuste – Perspectiva 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Superfície de ajuste – Perspectiva 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Superfície de ajuste – Perspectiva 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6.  Superfície de ajuste – Perspectiva 5.  

http://www.even3.com.br/cobicet2022


Anais do III CoBICET – Trabalho completo 

Congresso Brasileiro Interdisciplinar em Ciência e Tecnologiaa 

“15 anos dos BIs e LIs: retrospectiva, resistência e futuro” 

 

Evento online – 29 de agosto a 02 de setembro de 2022 

www.even3.com.br/cobicet2022 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7. Superfície de ajuste – Perspectiva 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Superfície de ajuste – Perspectiva 7. 

 

A Figura 9 expõe a relação 𝑄 = 𝑓(𝑃), conforme a 

Equação (2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9. Função de DPE.  

A função de DPE estabelece o campo de ação da 

Potência Elétrica. Essa densidade é explicada pela 

estrutura gerada pela revolução da Equação (2).      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10. Campos de ação da DPE – Perspectiva 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 11. Campos de ação da DPE – Perspectiva 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 12. Campos de ação da DPE – Perspectiva 3. 
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Figura 13. Campos de ação da DPE – Perspectiva 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 14. Campos de ação da DPE – Perspectiva 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 15. Campos de ação da DPE – Perspectiva 6. 

Aplicando a Equação (2) na Equação (4), determina-

se o valor da área de ação da DPE. Para os valores 

estudados nessa pesquisa, tem-se 

𝐴 =  1.5987 × 106 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒2 

Empregando a Equação (2) na Equação (5), 

determina-se o valor do volume de ação da DPE. Para 

os valores estudados nessa pesquisa, tem-se 

𝑉 = 1.2809 × 107𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒3 

Para estimar o valor de maior concentração da DPE, 

utiliza-se as Equações (2) e (3).  

𝐷𝑃𝐸 = 16.8631 𝐽 𝑠⁄  

 Esse valor indica que a DPE apresenta maior ação nas 

adjacências da barra 6. 

As representações geométricas apresentadas nas 

Figuras 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8, proporcionam o 

comportamento, sincrônico, das Potências Elétricas 

Ativa, Reativa e Aparente. Essas imagens comprovam 

os valores dessas potências em cada ponto do Sistema 

Elétrico de 14 barras, conforme citam Costa et al 

(2022). 

As Figuras 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 e 15 reiteram como 

a Densidade de Potência Elétrica está distribuída. Elas 

evidenciam que a maior concentração da DPE está 

correlata com a sua estrutura geométrica.    

CONCLUSÃO 

As análises sobre a segurança das Redes Elétricas, 

considerando cenários de operação dos Sistemas de 

Energia, demonstram estudos com crescente 

interdisciplinaridade: Matemática, Física e 

Computação são exemplos de conteúdos acadêmicos 

aplicados nas modelagens desses sistemas. 

A formulação matemática do problema apresentado 

nesse artigo consiste na aplicação das equações, 

frequentemente, usadas para o cálculo do centroide. 

Esses modelos matemáticos, implementados em 

linguagem computacional, foram adaptados com a 

intenção de determinar a Densidade de Potência 

Elétrica, seu ponto de maior concentração e a sua 

região de ação. 

Os resultados demonstraram magnífica precisão, 

99,07% e excelente acurácia, 98,65%. A partir dessa 

estratégia e dos excepcionais resultados, estima-se o 

aprimoramento dos Sistemas de Energia, propondo 

como futuros trabalhos, a otimização das Potências 

Elétricas.     
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Resumo: O presente trabalho faz um ensaio sobre o movimento das enzimas e o 

reconhecimento de padrões dessa cinética. A pesquisa é fundamentada na equação de 

Michaelis-Menten e aponta outros modelos para ajustar a relação entre a velocidade inicial 

da reação em função da concentração do substrato. São indicados os modelos Linear, 

Quadrático, Cúbico, Exponencial, de Gauss, Potência e de Fourier. Os resultados obtidos à 

acurácia foram sempre superiores a 90% e maiores que 80% para a precisão.    

 

Palavras-chave: Cinética Química; Enzimas; Modelagem Matemática-Computacional; 

Função de Gauss; Função de Fourier.   

 

 

INTRODUÇÃO 

As enzimas são proteínas catalíticas onipresentes nos 

sistemas vivos e desempenham função essencial em, 

praticamente, todos os processamentos celulares, 

como, por exemplo, o metabolismo, o transporte ativo, 

o sensoriamento, a regulação, a comunicação e 

transdução e a integração de sinais (Wang et al 2020).  

As enzimas atuam como catalisadores para acelerar a 

taxa de reações químicas nas células vivas. Na maioria 

dos casos, eles convertem um produto químico, o 

substrato, em outro, o produto (Abis et al, 2019). 

A maior parte dos ensaios enzimáticos mensura as 

concentrações de substrato, e/ou produto, em relação 

ao tempo (Stroberg and Schnell, 2016).  

As taxas de desaparecimento, e/ou aparecimento, que 

viabilizam a velocidade da enzima, podem ser 

estipuladas por modelos matemáticos, como o 

apresentado por Michaelis-Menten (1913), destacado 

na Equação (1) 

𝑣 =
𝑣𝑚[𝑆]

𝑘𝑠 + [𝑆]
                               (1) 

Em que, 

 𝑣 → é a velocidade inicial da reação; 

𝑣𝑚 → é a velocidade inicial máxima da reação;  

𝑘𝑠 → é a constante de meia saturação;  

[𝑆]  → é a concentração do substrato. 

Este trabalho apresenta um conjunto de sistemas 

matemáticos capaz de estimar a velocidade inicial da 

reação em função da concentração do substrato. Esses 

sistemas foram desenvolvidos a partir da Modelagem 

Matemática-Computacional fundamentada nos 

modelos Linear, Quadrático, Cúbico, Exponencial, de 

Gauss, Potência e de Fourier.  

As expressões obtidas proporcionam um elevado nível 

de segurança e estabilidade das soluções, pois 

conferem acurácia e precisão acima de 80%.  
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MATERIAL E MÉTODOS 

As estratégias utilizadas para modelar a relação       

𝒗 = 𝒇(𝑺) estão amparadas no Método de Regressão 

Linear (MRL) e Método de Regressão Não-Linear 

(MRNL), destacados por Costa et al (2020). 

Apresenta-se uma matriz de critérios em que 𝑆𝑖 

representa a variável independente e 𝑣𝑖, representa a 

variável dependente, uma vez que                                  

𝑣𝑖 = 𝑓(𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … , 𝑆𝑖), sendo 𝑖 = 1, 2, 3, … , 7.     

A Tabela 1 apresenta os valores dos pares ordenados 

empregados no reconhecimento do melhor padrão de 

comportamento entre a velocidade inicial da reação 

(𝑣) e a concentração do substrato ([𝑆]). 

Tabela 1. Valores de [𝑆] e 𝑣. 

Concentração - [𝑆] Velocidade inicial - (𝑣) 

1.30 0.070 

1.80 0.130 

3.00 0.220 

4.50 0.275 

6.00 0.335 

8.00 0.350 

9.00 0.360 

Fonte: Chapra, 2018. 

A linguagem de programação escolhida para realizar a 

Modelagem Matemática-Computacional, foi a 

MATLAB – MATrix LABoratory ((Mathworks, 

2021). Para Costa et al (2021), essa linguagem usa, 

sistematicamente, os conceitos matemáticos 

elementares de Funções Polinomiais e Não-

Polinomiais, Matrizes, Álgebra Linear, Cálculo 

Diferencial e Integral. Esses conceitos são essenciais 

para a implementação das simulações computacionais.  

O gráfico da Figura 1 mostra como os valores de [𝑆] e 

𝑣, expostos na Tabela 1, comportam-se.     

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Valores observados de [𝑆] e 𝑣. 

A partir da incursão das informações, presentes na 

Tabela 1, em ambiente MATLAB, foi possível estimar 

as relações funcionais que vinculam  [𝑆] e 𝑣. As 

melhores funções encontradas foram: Função Linear, 

Função Quadrática, Função Cúbica, Função 

Exponencial, Função de Gauss, Função Potência e 

Função de Fourier. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

O primeiro modelo determinado foi uma Função 

Linear, expressada na Equação (2). 

𝑣(𝑆) = 0.03538[𝑆] + 0.06693               (2) 

Os valores de acurácia e precisão do modelo Linear 

são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.22% e 𝑝𝑟 = 83.53%. 

A representação gráfica do modelo Linear está exposta 

na Figura 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Modelo Linear para 𝑣 = 𝑓(𝑆). 

O segundo modelo determinado foi uma Função 

Quadrática, expressada na Equação (3). 

𝑣(𝑆) = −0.005545[𝑆]2 + 0.0931[𝑆]  
− 0.02659                                      (3) 

A representação gráfica do modelo Quadrático está 

exposta na Figura 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Modelo Quadrático para 𝑣 = 𝑓(𝑆). 

http://www.even3.com.br/cobicet2022


Anais do III CoBICET – Trabalho completo 

Congresso Brasileiro Interdisciplinar em Ciência e Tecnologiaa 

“15 anos dos BIs e LIs: retrospectiva, resistência e futuro” 

 

Evento online – 29 de agosto a 02 de setembro de 2022 

www.even3.com.br/cobicet2022 

 

Os valores de acurácia e precisão do modelo 

Quadrático são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.36% e 

𝑝𝑟 = 98.89%.  

O terceiro modelo determinado foi uma Função 

Cúbica, expressada na Equação (4). 

𝑣(𝑆) = 0.0005768[𝑆]3 − 0.01522[𝑆]2 + 0.1386[𝑆]
− 0.07987                                      (4) 

A representação gráfica do modelo Cúbico está 

exposta na Figura 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Modelo Cúbico para 𝑣 = 𝑓(𝑆). 

Os valores de acurácia e precisão do modelo Cúbico 

são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.27% e 𝑝𝑟 = 99.58%. 

 

O quarto modelo determinado foi uma Função 

Exponencial, expressada na Equação (5). 

𝑣(𝑆) = 0.04098𝑒−0.008505[𝑆] − 0.5239𝑒−0.3513[𝑆](5) 

A representação gráfica do modelo Exponencial está 

exposta na Figura 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Modelo Exponencial para 𝑣 = 𝑓(𝑆). 

Os valores de acurácia e precisão do modelo 

Exponencial são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.26% e 

𝑝𝑟 = 99.66%. 

O quinto modelo determinado foi uma Função de 

Gauss, expressada na Equação (6). 

𝑣(𝑆) = 0.3593𝑒
−(

[𝑆]−9.458
4.956

)
2

+ 01627𝑒
−(

[𝑆]−4.068
2.864

)
2

                 (6) 

A representação gráfica do modelo de Gauss está 

exposta na Figura 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6. Modelo de Gauss para 𝑣 = 𝑓(𝑆). 

Os valores de acurácia e precisão do modelo de Gauss 

são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.50% e 𝑝𝑟 = 98.69%. 

O sexto modelo determinado foi uma Função 

Potência, expressada na Equação (7). 

𝑣(𝑆) = −0.5825[𝑆]−0.4293 + 0.5869      (7) 

A representação gráfica do modelo de Potência está 

exposta na Figura 7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7. Modelo de Potência para 𝑣 = 𝑓(𝑆).  

Os valores de acurácia e precisão do modelo de 

Potência são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.29% e      

𝑝𝑟 = 99.36%. 
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O sétimo modelo determinado foi uma Função de 

Fourier, expressada na Equação (8). 

𝑣(𝑆) = −3.181 × 106 + 

3.181 × 106𝑐𝑜𝑠(−5.91 × 10−5[𝑆]) − 

1579 𝑠𝑒𝑛(−5.91 × 10−5[𝑆])                   (8) 

A representação gráfica do modelo de Fourier está 

exposta na Figura 8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Modelo de Fourier para 𝑣 = 𝑓(𝑆).  

Os valores de acurácia e precisão do modelo de 

Fourier são, respectivamente, 𝑎𝑐 = 92.31% e         

𝑝𝑟 = 92.21%. 

O gráfico da Figura 9 exibe a comparação entre todos 

os modelos gerados, com base nas observações 

declaradas na Tabela 1, baseados na metodologia 

Matemática-Computacional disponível na Linguagem 

MATLAB de Computação, cujo comando é dado por 

𝑐𝑓𝑡𝑜𝑜𝑙(𝑆, 𝑣) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9. Comparação dos modelos estimados para 

𝑣 = 𝑓(𝑆). 

Em que,  

𝑣 → é a velocidade inicial da reação; 

[𝑆]  → é a concentração do substrato. 

Chapra (2018), apresenta o valor de 𝑣𝑚 = 0.4083  à 

velocidade inicial máxima da reação e 𝑘𝑠 = 2.8127 à 

constante de meia saturação. Segundo o autor, embora 

o modelo Michaelis-Menten forneça um bom ponto de 

partida, ele foi refinado e estendido para incorporar 

recursos adicionais de cinética enzimática.  

A Figura 10 exibe a representação gráfica do modelo 

de Michaelis-Menten. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10. Modelo de Michaelis-Menten para            

𝑣 = 𝑓(𝑆). 

A Tabela 2 apresenta os valores da acurácia e da 

precisão, calculados para cada modelo. 

Tabela 2. Estabilidade e segurança das estimações. 

Modelos Acurácia (%) Precisão (%) 

Michaelis-Menten 96.90 60.33 

Linear 92.22 83.53 

Quadrático 92.36 98.89 

Cúbico 92.27 99.58 

Exponencial 92.26 99.66 

Gauss 92.50 98.69 

Potência 92.29 99.36 

Fourier 92.31 92.21 

Todos os modelos encontrados estão em uma escala 

superior a 90% para a acuraria e 80% para a precisão. 

Ou seja, excelentes estimações. Entretanto, o modelo 

representado pela Função Exponencial possibilita o 

melhor ajuste entre os demais, tendo em vista que esse 
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modelo apresenta a menor média dos resíduos para os 

seus valores estimados.  

CONCLUSÃO 

A análise da Cinética Química é essencial para estudos 

de fase gasosa, fase condensada e cinética de reação 

de polímeros, bem como cinética bioquímica e de 

superfície. Modelos capazes de realizar medições 

experimentais cuidadosas de cinética de reação, em 

sistemas simples e complexos são sempre 

aprimorados com os excelentes arranjos entre a 

Matemática e a Computação. 

Este artigo se propôs a publicar modelos matemáticos, 

fundamentados em Função Linear, Função 

Quadrática, Função Cúbica, Função Exponencial, 

Função de Gauss, Função Potência e Função de 

Fourier, qualificados a interpretar o comportamento da 

Cinética Enzimática, em sua relação entre velocidade 

inicial da reação e a concentração do substrato. 

O processo desenvolvido na pesquisa beneficiou-se 

dos métodos matemáticos, implementados em 

Linguagem MATLAB de Computação. Os resultados 

obtidos demonstram que, apesar de o modelo de 

Michaelis-Menten exibir uma excepcional 

interpretação, os modelos manifestados neste trabalho 

evidenciaram um melhor conjunto entre a acurácia e a 

precisão, à predição segura e estável, de novos valores 

da relação 𝑣 = 𝑓(𝑆). 

Com consequência desses resultados, recomenda-se 

para próximas pesquisas, a formulação de modelos 

que determinem os valores da velocidade inicial 

máxima da reação e da constante de meia saturação, 

mais precisos e estáveis.     
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Resumo: A progressiva evolução dos Sistemas Tecnológicos impulsiona a crescente 

necessidade por tomadas de decisão imediatas e seguras. Diante disso, este artigo preconiza 

a Otimização por Enxame de Partículas (Particle Swarm Otimization - PSO), como um 

mecanismo capaz de encontrar o melhor conjunto de soluções de modelos matemáticos 

relacionados aos Sistemas de Energia. A estratégia foi implementada em Linguagem 

MATLAB e comprovada mediante os dados do sistema elétrico de 14 barras.     

 

Palavras-chave: Otimização; Enxame de Partículas; Sistema de Energia; Potência Elétrica.  

 

 

INTRODUÇÃO 

A Computação Bioinspirada está, cada vez mais, 

intrínseca em nossa realidade. Sistemas Inteligentes 

administrados por Redes Neurais Artificiais, 

Algoritmo Genético, Árvore de Decisão, entre outros, 

têm suas aplicações expandidas para inúmeras áreas 

da Ciência e Tecnologia, ampliando, desta maneira, as 

funcionalidades da Inteligência Artificial.  

Costa et al (2016), por exemplo, apresentam um 

Sistema Integrado das Redes Elétrica e de Gás 

Natural, cuja segurança foi estimada pela estratégia de 

Árvore de Decisão.  

Ainda sobre Costa et al (2016), os autores otimizaram 

o despacho seguro do Sistema Integrado de Redes, 

utilizando, para isso, o Algoritmo Genético.  

Costa et al (2021a), usaram a interdisciplinaridade 

como critério para a otimização de Redes Elétrica e de 

Gás Natural, viabilizada pelo Algoritmo Genético.    

Costa et al (2021b), apresentam o Cálculo Diferencial 

de Ordem Não-Inteira, combinado com a técnica de 

Árvore de Decisão, como ferramenta destinada ao 

gerenciamento de Redes Inteligentes. 

Costa et al (2021c), em seu artigo, expõem uma 

metodologia que associa os mecanismos do Algoritmo 

Genético e o do Enxame de Partículas, tendo como 

finalidade otimizar o Sistema Elétrico.    

Costa et al (2022), aplicaram a técnica do Algoritmo 

Genético com o objetivo de reduzir a quantidade de 

poluentes provocada pela geração de energia elétrica 

em termoelétricas a gás natural. 

Esse artigo visa, como principal propósito, a 

otimização de um Sistema Energia, empregando a 

metodologia Bioinspirada de Enxame de Partículas, 

considerando que a função fitness é uma função de 

múltiplas variáveis que correlaciona, isocronicamente, 
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a Potência Ativa (P), a Potência Reativa (Q) e a 

Potência Aparente (Pap).  

Para realização deste objetivo, a pesquisa se 

beneficiou da Modelagem Matemática-

Computacional dissertada por Costa et al (2021c) 

implementada em Linguagem MATLAB de 

Computação.  

MATERIAL E MÉTODOS 

O caso base, utilizado nesta pesquisa, refere-se ao 

Sistema de 14 barras do IEEE – Institute of Electrical 

and Electronics Engineers. A Figura 1 representa este 

sistema, que considera a barra 1 como barra de 

referência (PSTCA 1993). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Rede Elétrica – Sistema de 14 barras. 

 

Essa rede elétrica dispõe de um conjunto de Potências 

Elétricas que pode ser estimado mediante a aplicação 

da Equação (1) 

𝑃𝑎𝑝(𝑃, 𝑄) = 16.76 + 12.97𝑃 + 8.676𝑄 + 2.564𝑃2 − 

0.2088𝑃𝑄 − 1.174𝑃3  − 2.325𝑃2𝑄       (1) 

Sendo Pap a Potência Aparente (MVA), P a Potência 

Ativa (MW) e Q a Potência Reativa (MVA).  

A Equação (1) será aplicada, no algoritmo 

computacional, como função objetivo ou função 

fitness. A partir da incorporação das restrições do 

Sistema Elétrico de Potência, será possível encontrar 

os valores ótimos para o conjunto de Potências 

Elétricas. 

Neste trabalho a Particle Swarm Optimization (PSO) 

ou Otimização por Enxame de Partículas (OEP) é a 

estratégia, Bioinspirada, implementada para a 

determinação das melhores Potências Elétricas. 

A OEP é uma metodologia metaheurística de 

população cooperadora, elaborada com a finalidade de 

simular o comportamento de espécies animais que 

executam tarefas em grupo, tendo como 

fundamentação o paradigma social retratado por J. 

Kennedy e R. Eberhart (1995).  

Para Sanches et al (2012), a metaheurística é uma 

técnica inteligente que, mediante um conjunto de 

etapas definidas, é eficiente para lidar com problemas 

matemáticos de otimização. Essa magnífica 

ferramenta, lida de forma eficaz com informações 

aproximadas, e/ou imprecisas, tendo como objetivo, 

encontrar uma solução de qualidade para o problema 

investigado. 

O fluxograma na Figura 2 ilustra como a OEP foi 

implementado neste trabalho. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Funcionamento da Otimização do Enxame 

de Partículas (Adaptado de Costa et al, 2021c).  

A Figura 2 mostra a sequência de passos da OEP. As 

principais fases estão relacionadas a uma estrutura de 

repetição for, que termina assim que o critério de 

parada for alcançado.  

Nesta pesquisa, a Inteligência Artificial (IA) foi 

treinada para interromper a estrutura de repetição 

quando o número de gerações, previamente 

estabelecido, for atendido. Desta forma, A IA será 

capaz de atuar em um intervalo de tempo mais 

previsível, uma vez que, depender da OEP para obter 

uma alta precisão no valor de fitness (aptidão) 

demandaria um intervalo de tempo impreciso para o 

processamento, e isso prejudicaria seu propósito de 

otimização do processo. 

Os valores da Potência Ativa (P), da Potência Reativa 

(Q) e da Potência Aparente (Pap), evidenciados na 

Tabela 1, foram utilizados na modelagem da Equação 

(1). Esses valores são as partículas que compõem o 
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enxame, inserido no código-fonte, representado pela 

Figura 2.  

Cada partícula representa um indivíduo na população 

e cada um tem um valor de coordenada em cada uma 

das dimensões no espaço de domínio. 

Tabela 1. Valores das Potências Elétricas. 

Barra P(MW) Q(MVA) Pap(MVA) 

01 19,68 56,67 59,99 

02 30,10 22,52 37,59 

03 20,09 0,27 20,09 

04 39,41 6,13 39,88 

05 32,24 6,23 32,84 

06 17,76 4,72 18,38 

07 -30,88 1,49 30,92 

08 24,77 7,86 25,99 

09 14,32 6,66 15,79 

10 22,36 31,76 38,84 

11 10,66 -0,26 10,66 

12 8,12 1,98 8,36 

13 19,42 5,38 20,15 

14 -0,00 -2,07 2,07 

 Fonte: PSTCA, 1993. 

Essas partículas são caracterizadas, na dimensão 

computacional, por múltiplas variáveis, tais como 

[𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛]. Isso permite que as partículas sejam 

interpretadas como vetores, sendo que, todo vetor de 

partícula deverá ser formatado por suas posições e 

velocidades relacionadas.  

A população é iniciada como um aglomerado de 

partículas, uniformemente, distribuídas por todo o 

espaço de busca, com valores aleatórios dentro dos 

intervalos delimitados, conforme indica a Equação 

(2). 

𝑎𝑛𝑥 = [

𝑥𝑖,1

𝑥𝑖,2

⋮
𝑥𝑖,𝑚

] 

𝑣𝑖+1 = 𝑤𝑣𝑖 + 𝑐1. 𝑟1. (𝑝𝑖 − 𝑥𝑖) + 𝑐2. 𝑟2. (𝑔 − 𝑥𝑖)   (2) 

Sendo, 𝒂𝒏𝒙 espaço de busca da 𝑛 − é𝑠𝑖𝑚𝑎 partícula 

a, na posição x; 𝒗𝒊+𝟏 é a velocidade de cada partícula, 

a cada nova iteração.  

Outro relevante fator é o 𝒘𝒗𝒊, denominado termo de 

inércia. Ele é o encarregado por manter a partícula na 

direção atual, sendo w o coeficiente responsável por 

definir a força deste elemento.  

A expressão 𝒄𝟏  ∙  𝒓𝟏  ∙  (𝒑𝒊 − 𝒙𝒊) é definida como o 

elemento cognitivo. Ele regula a prioridade da melhor 

posição da partícula. O 𝒓𝟏 é uma quantidade 

randômica entre 0 e 1; 𝒄𝟏 é o coeficiente do elemento 

cognitivo e 𝒑𝒊 representa a melhor posição que a 

partícula 𝒂𝒊 ocupou.  

Há, também, o chamado termo social, estipulado por 

𝒄𝟐  ∙  𝒓𝟐  ∙  (𝒈 − 𝒙𝒊). Ele exerce uma função oposta ao 

termo cognitivo. O termo social prioriza o melhor 

valor de posição encontrado pela população, em que 

𝒓𝟐 é um número aleatório entre 0 e 1, 𝒄𝟐 o coeficiente 

do termo social e 𝒈 caracteriza a melhor posição 

global do enxame. 

Para cada velocidade atualizada da partícula, o 

algoritmo aplicará seu efeito na população. Desta 

forma, a posição de cada partícula será alterada de 

acordo com sua nova velocidade e trajetória. A 

posição x de uma partícula em cada iteração i é dada 

pela Equação (3). 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝑣𝑖+1                                (3) 

 
Sendo assim, a posição de cada partícula é ajustada 

seguindo um movimento não uniforme, baseado na 

mecânica newtoniana, conforme a Expressão (4). 

𝑚𝑖𝑛 𝑃𝑎𝑝(𝑃, 𝑄)

𝑃, 𝑄 ∈  ℝ𝑛                               (4) 

Sujeito a 

{
𝐸𝑖(𝑃, 𝑄) = 0

𝐼𝑖(𝑃, 𝑄) ≥ 0
 

Sendo 𝐸𝑖 e 𝐼𝑖  os vetores que contém o conjunto de 

restrições que as variáveis P e Q devem satisfazer. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

O Processo de Otimização significa determinar o 

melhor conjunto de resultados, considerando as 

restrições do fenômeno estudado. Inicialmente 

identificou-se o propósito primordial da análise, 

representado pela função objetivo, dada pela Equação 

(1). A seguir, foram detectas as restrições que as 

variáveis que modelam a função objetivo estão 

sujeitas. 

Na execução da Otimização por Enxame de Partículas, 

aplicada nesta pesquisa, foram incorporadas as 

seguintes restrições operacionais do Sistema Elétrico 

de 14 barras: 

−30.88 ≤ 𝑃 ≤ 39.41 

−2.07 ≤ 𝑄 ≤ 56.67 
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Para melhor visualização da otimização, a Figura 3 

apresenta o comportamento da função objetivo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Representação gráfica da função objetivo. 

Na execução da OEP foram utilizados os seguintes 

valores: 

0.9 ≤ 𝑤 ≤ 0.4 

𝑐1 = 2.00 

𝑐2 = 2.05 

0.0 ≤ 𝑟1 ≤ 1.0 

0.0 ≤ 𝑟2 ≤ 1.0 

𝑁𝑚á𝑥𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎çõ𝑒𝑠 = 1000 

𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡í𝑐𝑢𝑙𝑎𝑠 = 100 

A Otimização por Enxame de Partículas – OEP (PSO 

– Particle Swarm Optimization), inspira-se no 

comportamento social das aves e dos peixes. Os 

indivíduos da população são representados por 

partículas no espaço de busca, as quais se 

movimentam com o objetivo de convergir para a 

posição de uma partícula ótima (Paiva).  

As Figuras 4, 5 e 6 expõem o comportamento das 

partículas durante o processo de otimização.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Movimento das partículas – Espaço I. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Movimento das partículas – Espaço II. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6. Movimento das partículas – Espaço III. 

A Natureza é composta por incontáveis sistemas 

físicos que, frequentemente, tendem a convergir para 

um estado de energia mínima. A corrente elétrica, por 

exemplo, procura o caminho de menor resistência em 

seu percurso, a fim de minimizar as perdas com a 

dissipação térmica. 

A Figura 7 apresenta a dinâmica da OEP na busca por 

minimizar a função objetivo (função fitness). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7. Decaimento da função fitness. 
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A solução ótima, encontrada pela Otimização por 

Enxame de Partículas, está representada na Tabela 2. 

Tabela 2. Valores das Potências Elétricas. 

Variáveis Valor 

ótimo 

Limite 

inferior 

Limite 

superior 

P (MW) 18.9650 -30.88 39.41 

Q (MVA) 34.1170 -2.07 56.67 

Pap (MVA) 39.7738 1.94 59.99 

As variáveis independentes, analisadas no sistema de 

14 barras, são a Potência Ativa (P) e a Potência 

Reativa (Q). Elas compõem a população de partículas 

do enxame, cujas posições, no espaço de busca, podem 

ser vislumbradas na Figura 8.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Variáveis no espaço de busca. 

O gráfico, apresentado pela Figura 9, mostra o 

comportamento da função fitness (função objetivo), 

destacando o valor da solução ótima determinada pela 

OEP. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figura 9. Representação gráfica da solução ótima. 

CONCLUSÃO 

A busca pela melhor combinação entre eficácia e 

eficiência faz com que, intuitivamente, apliquemos a 

otimização em nossos processos. Essa intuição ocorre 

porque a Natureza está sempre otimizando sua 

evolução.  

Na geração de energia, não poderia ser diferente. 

Inúmeros métodos de otimização são aplicados para 

melhorar nossos sistemas energéticos.  

Este trabalho propôs a estratégia de Enxame de 

Partículas, pois trata-se de uma metodologia 

fundamentada nos aspectos naturais de espécies que 

vivem em grupo, com uma dinâmica social capaz de 

modelar o comportamento coletivo a partir das 

características globais. 

Para isso, foram identificados a função objetivo, as 

variáveis de controle e as restrições operacionais de 

um sistema elétrico de 14 barras. 

A partir dessas informações, aplicou-se a Otimização 

via Enxame de Partículas, que determinou o melhor 

conjunto para as variáveis Potência Elétrica Ativa e 

Potência Elétrica Reativa.  

Esse conjunto solução ótima atende os limites 

operacionais da rede elétrica estudada, garantindo ao 

operador do sistema elétrico, uma redução de custo e 

confiabilidade na tomada de decisão. 

Espera-se que, para futuros trabalhos, seja possível 

aplicar a Otimização via Enxame de Partículas em 

termoelétricas com o objetivo de reduzir a emissão de 

poluentes, mantendo a segurança no despacho elétrico 
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